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Построение границы Марковица 

методом кусочно-нелинейной аппроксимации

Криничанский К.В.1, Безруков А.В.2

В работе изложен подход к осуществлению аппроксимации границы допустимого множества 
портфелей в координатах (доходность, СКО). Авторы показали, что гиперболический вид 
границы Марковица строго соблюдается лишь для областей, удаленных от оси симметрии 
гиперболы. Авторы представили вывод функциональной зависимости СКО от доходности 
портфеля в явном виде. Так как область кривой вблизи оси симметрии может быть описана 
гиперболой только при нарастании погрешности, предложено на этом участке аппроксими-
ровать ее кубической параболой. Таким образом, реализуется подход к оценке границы Мар-
ковица посредством построения кусочно-нелинейной функции.

Ключевые слова: инвестиционный анализ; портфельный выбор; оптимизация инвестиционного 
портфеля; эффективная граница; ценообразование на рынке капитала

JEL: G11, G12, G32

Введение
Решение задачи оптимизации портфеля ценных бумаг рассматривается в классических тру-
дах Г. Марковица (Markowitz, 1952; Markowitz, 1956), У. Шарпа (Sharpe, 1963), Дж. Тобина 
(Tobin, 1958; Tobin, 1965). Современная теория портфеля и ее расширения имеют обшир-
ную научную литературу. Ее обобщение можно увидеть в крупных и обстоятельных работах 
таких авторов, как З. Боди, А. Кейн, А. Маркус (Bodie, Kane, Marcus, 2012), Д. Лунбергер 
(Luenberger, 2013), Ф. Рейли и К. Браун (Reilly, Brown, 2012), С. Вишванат и К. Кришнаму-
три (Vishwanat, Krishnamurti, 2009). На русском языке развиваемые в теории оптимизации 
портфеля и стыкующейся с ней теории ценообразования на рынках капитала методы анализа 
представлены в работах У. Шарпа с соавт. (Шарп, Александер, Бэйли, 1998), А.С. Шведова 
(Шведов, 1999), А.Н. Буренина (Буренин, 2008), Н.И. Берзона и соавт. (Берзон и др., 2011).

Обычным делом для всех работ является анализ активов и формируемых из них портфелей с 
помощью параметров среднего и стандартного отклонения доходностей активов (портфелей 
активов) и рассмотрение условий принятия решений инвесторами в координатах риск – ожи-
даемая доходность. В случае портфельного анализа «классической» координатной плоско-
стью считается (σp, rp) – СКО и доходность портфеля. При этом часто на предварительном 
этапе анализа, а также в последующих иллюстрациях для удобства количественного анализа 
или наглядной графической демонстрации в качестве меры риска вместо СКО принимается 
дисперсия. Это в особенности становится важно, когда требуется проиллюстрировать графи-
чески решение задачи портфельного выбора для случая возможности безрискового заимство-
вания и кредитования. В этом случае эффективная граница становится лучом, образующим 
касательную к границе допустимого множества портфелей. Тогда, хотя сам анализ осущест-
вляется в координатах (σp, rp), графический вид границы допустимого множества берется 
таким, как если бы анализ осуществлялся в координатах, где вместо СКО мерой риска при-
нималась бы дисперсия ( Bodie, Kane, Marcus, 2012, p. 185; Буренин, 2008, с. 76–79, 81).

Это оправдывается тем, что, как утверждается в работах, граница допустимого множества 
имеет форму гиперболы и построение к ней касательной (нахождение линии рынка капитала, 
имеющей в качестве одной из координат ставку без риска) не всегда возможно либо удобно 
в смысле наглядности; парабола второй степени оказывается более подходящей для постро-
ения к ней касательной, нежели гипербола.

В настоящей работе излагаются теоретические положения, в рамках которых доказывается 
некорректность рассмотрения гиперболы в качестве функции, универсально отражающей 
зависимость σp(rp) (наблюдаемую зависимость, рассматриваемую как граница Марковица); 

1. Д-р эконом. наук, профессор Южно-Уральского государственного университета (НИУ), филиал в г. Миассе.	
2. Старший преподаватель Южно-Уральского государственного университета (НИУ), филиал в г. Миассе.
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осуществляется вывод аналитического вида (явной формы) зависимости sp(rp) (функции, 
аппроксимирующей границу Марковица), подчиняющейся гиперболическому закону; с по-
мощью практического примера показывается степень точности аппроксимации полученной 
функцией sp(rp) наблюдаемой зависимости σp(rp); предлагается решение лучшей аппроксима-
ции для областей с наибольшей погрешностью.

Обоснование построения границы Марковица 
методом кусочно-линейной аппроксимации

Граница Марковица или ее сегмент, именуемый эффективным множеством, представляет со-
бой графическое отображение решения задачи оптимизации портфеля. Так называемая тео-
рема об эффективном множестве (Шарп, Александер, Бэйли, 1998, с. 195) звучит так: инве-
стор выберет свой оптимальный портфель из множества портфелей, каждый из которых: (1) 
обеспечивает максимальную ожидаемую доходность для некоторого уровня риска; (2) обе-
спечивает минимальный риск для некоторого значения ожидаемой доходности.

Запишем выражения для вычисления ожидаемой доходности и риска портфеля. Доходность 
портфеля является взвешенной средней доходности входящих в него активов:

1

N

p k k
k

r r g
=

= ⋅∑ ,								        (1)			 

где: 	

rk  – ожидаемая доходность k-го актива; 

gk – доля k-го актива в портфеле; 

N – число активов в портфеле.

Риск портфеля рассчитывается следующим образом:

2

1 1

N N

p ij i j
i j

c g gσ
= =

= ⋅ ⋅∑∑
							     

(2)

где cij – ковариация доходностей i-го и j-го активов.

Таким образом, для построения границы Марковица решается одна из задач оптимизации:

rp
 → max 									         (3)	

либо

σp
2 → min 									         (4)

при варьировании долей активов gk и условии нормировки:

1k
k

g =∑  									         (5)

Дальнейший анализ проводится, как указывалось выше, в координатах (σp, rp). При этом на 
примере анализа портфеля, состоящего из двух активов, доказывается, что форма данной за-
висимости – гипербола (Шведов, 1999, с. 26; Буренин, 2008, с. 69–71).

Авторам неизвестны случаи изложения в литературе подходов к построению в явном виде 
функциональной зависимости СКО портфеля от его доходности.

Частное решение данной задачи было предложено в нашей работе (Криничанский, Безруков, 
2014), где множество наблюдаемых точек, образующих эффективный фронт, аппроксими-
ровалось полиномиальной функцией. Такой подход имеет как явные преимущества, так и 
недостаток. Последний состоит в том, что подход позволяет найти аналитический вид оцени-
ваемой функции, соответствующий лишь некоторому участку кривой Марковица. Действи-
тельно, область рабочих значений параметра доходности портфеля rp в координатах sp(rp) 
довольно ограничена. В указанной работе мы предложили способ преодоления данного недо-
статка посредством модификации полиномиальной функции путем добавления экспоненци-
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ального члена. Это, как мы показали, расширяет аналитические возможности использования 
полиномиальной аппроксимации для оценки границы Марковица и позволяет, в частности, 
решать такие стандартные задачи, как построение линейной CML и нахождение структуры 
касательного портфеля. Однако все же следует считать предложенный метод ограниченным 
в своей применимости: в некоторых случаях при его использовании можно столкнуться с 
проблемой, когда точка касания окажется правее точки перегиба используемого полинома 
третьей степени.

Собственно, цель настоящей работы – предложить решение проблемы определения формы 
границы Марковица в координатах (rp, σp). Для этого мы пытаемся ответить на следующие 
вопросы:

•	 Можно ли считать формой кривой, описывающей границу Марковица, гиперболу, как 
на это указывается в известных работах?

•	 Каков аналитический вид гиперболы, выражающий функцию sp(rp) в явном виде?
•	 Будет ли полученная кривая лучшим образом аппроксимировать наблюдаемую грани-

цу Марковица?

Исследование табличных данных и графика зависимости σp(rp) позволяет усмотреть наличие 
осевой симметрии графика и его асимптотического поведения в областях, удаленных от оси 
симметрии (минимума функции σp(rp)).

Симметрия графика и асимптотическое поведение позволяют предположить наличие в за-
висимости σp(rp) гиперболической составляющей. Запишем уравнение гиперболы в канони-
ческом виде, взяв в качестве переменных интересующие нас риск и доходность портфеля 
(классификацию уравнений кривых 2-го порядка, вид уравнения канонической гиперболы и 
важнейшие характеристики данного уравнения и его графика можно взять из работы Брон-
штейна и Семендяева (Бронштейн, Семендяев, 1986, с. 200–203):

( ) ( )2 2

2 2 1p ps m r n

b a

− −
− = 							       (6)	

где: 	

rp – доходность портфеля; 

sp – оценка риска портфеля, соответствующая данному уровню доходности1; 

m и n – смещение центра гиперболы по осям ординат и абсцисс соответственно.

Уравнение (6) описывает плоскую кривую неявно. Приведем каноническую форму к явному 
виду:

( ) ( )2 2 2

2 2

2
2 2 2 2

2

2 2

0

2 ( ) 0,

( ) .

p p

p p

p p

s m r n a

b a

bs ms m r n a
a

bs m r n a
a

 − − + − = 
  
   − + − − + =    

= ± − + 				    (7)

Таким образом, выраженная в явном виде функция sp(rp) содержит квадратный корень из ква-
дратичной функции от rp. Нас интересует только одна ветвь гиперболы, поэтому будем рас-
сматривать единственный корень с положительной второй слагаемой.
1. Нам заранее не могут быть известны параметры a, b, m, n данного выражения. Поэтому мы не можем непо-
средственно вычислить значения sp(rp). При этом, в силу того что данные значения должны соответствовать 
конкретным (опытным) данным, уместно искать способ нахождения их оценок из эмпирических данных. Алго-
ритм нахождения оценок sp(rp), вычисленных из уравнения гиперболы, но при этом основанных на эмпириче-
ских данных, приведен в п. 3 настоящей статьи.	
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Запишем также квадрат смещенного значения sp:

2
2 2 2

2( ) ( )p p
bs m r n a
a

 − = − + 
 						      (8)	

Также отметим, что 2( )ps m−  представляет собой квадратичную функцию от rp. Сделаем 
акцент, что только при этом условии реализуется классическая каноническая гипербола.

Теперь рассмотрим функцию риска портфеля, состоящего из произвольного числа активов 
(формула (2)). Представим ее также в матричной форме:

σp
2 = GT × Cov × G,								        (9)

где: 	

G – вектор-столбец долей активов в портфеле; 

Cov – матрица ковариаций.

Эта функция, очевидно, представляет собой билинейную форму, а не квадратичную функ-
цию.

Доходность портфеля является линейной формой от доходности активов:

rp = GT × R, 									         (10)

где: 	

R – вектор-столбец средних доходностей входящих в портфель активов.

Очевидно, что зависимость σp(rp) для N > 2 в явном виде записать не удается. Кроме того, из 
того, что выражения (2) и (9) являются билинейной формой, а не квадратичной функцией, 
следует вывод, что в случае, когда число активов N > 2, форма кривой, описывающей ис-
следуемую зависимость, будет отличаться от гиперболической. При этом эти отличия будут 
отчетливо проявляться вблизи оси симметрии (минимума функции σp(rp)) и сглаживаться в 
областях, удаленных от оси симметрии, где график функции будет асимптотически прибли-
жаться к гиперболе.

Теорема 1. Покажем, что график риска портфеля σp(rp) для числа активов N > 2 асимптоти-
чески стремится к гиперболе.

Доказательство.Полагаясь на выводы, сделанные из формул (7) и (8), будем считать, что 
достаточным условием для доказательства того, что некоторая оценка sp(rp) функции σp(rp) 
окажется гиперболой, является получение в выражении sp(rp) под корнем или в выражении 

2
ps (rp) квадратичной функции от rp.

Упорядочим величины rkgk вклада в доходность портфеля отдельных активов по убыванию, 
так что r1g1 будет иметь наибольшее значение. Также предположим, что некоторые условия 
формирования оптимального портфеля определяют то, что первая слагаемая r1g1 выражения 
(1) удовлетворительно приближает значение доходности портфеля rp:

rp = r1g1 + ε, 

где ε – малый остаток.

Отсюда:

1
1 1

p pr r
g

r r
ε

φ
−

= = −  							       (11)

где ϕ – малый остаток.

В таком случае можно записать

 2 2
11 1 12 2 13 3 1 1( ... )p N Nc g c g c g c g gσ ν= + + + + + ,			   (12)

где ν – малый остаток.
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Формула (12) выражает квадратичную функцию от g1.

Теперь, переходя от точного выражения к некоторой оценке дисперсии доходности портфеля, 
используя формулу (11), запишем:

 

2
2

11 12 2 13 3 1
1 1

( ... )p p
p N N

r r
s c c g c g c gr r

   = + + + +   
   

			  (13)

Формула (13) – квадратичная функция от rp.

Наконец приведем запись риска портфеля в виде СКО его доходности:

 

2
2

11 1
1 1 2

N
p p

p p k k
k

r r
s s c c gr r

=

   = = + ⋅   
   

∑ .				    (14)

Здесь подкоренное выражение также является квадратичной функцией от rp , что и требова-
лось доказать.

Итак, еще раз укажем, что в силу того что выражение (9) представляет собой билинейную 
форму, а не квадратичную функцию, его график, как этого требует вывод, следующий из фор-
мулы (8), не будет в точности соответствовать графику канонической гиперболы.

Основываясь на результатах теоремы 1, можно утверждать, что функция f = sp(rp) в области 
больших значений вклада r1g1 актива 1 в доходность портфеля: r1g1 → rp асимптотически 
стремится к гиперболе. На всей области определений исследуемая зависимость может быть 
охарактеризована как аппроксимируемая гиперболой (аналитический вид этой функции вы-
водится в п.  3). При этом, как показано в нашей работе (Криничанский, Безруков, 2014), 
вид анализируемой кривой вблизи окрестности ее осевой симметрии наилучшим образом 
аппроксимируется полиномом третьей степени. Заранее скажем, что не существует объек-
тивного критерия для установления границ области, аппроксимируемой кубической парабо-
лой интересующей нас зависимости. Эти границы исследователь определяет из соображений 
требуемой точности приближения.

Рассмотрим далее случай, когда портфель содержит только два актива. Здесь билинейная 
форма будет вырождаться в квадратичную функцию от g1:

2 2 2
11 1 12 1 2 22 22p c g c g g c gσ = × × = + +tG Cov G

.

Выразив g2 = 1 – g1, запишем:

 2 2 2
11 1 12 1 1 22 12 (1 ) (1 )p c g c g g c gσ = + − + −  				    (15)

Доходность портфеля определится как линейная функция от g1:

rp = r1g1 + r2g2 = r1g1 + r1(1 – g1) = g1(r1– r2) + r2, 

откуда:

 

2
1

1 2

pr r
g

r r
−

=
− ;	

1
1

1 2
1 pr r

g
r r
−

− =
− .

Подставляя выражения для g1 и (1 – g1) в формулу (15), получаем квадратичную функцию от 
rp:

( )
[ ]{

}

2 2
2 2 1 12

11 12 22
1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
11 22 12 12 1 2 11 2 22 12

1 2

2 2
11 2 22 1 12 1 2

2

1 ( 2 ) 2 ( )

( 2 )

p p p p
p

p p p

r r r r r r r r
c c c

r r r r r r r r

r c c c r c r r c r c r
r r

c r c r c r r

σ

σ

− − − −   
= + ⋅ +   − − − −   

= + − + + − − +
−

+ + −
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Таким образом, в случае двух активов (в том числе преобладающих в портфеле по критерию 
rkgk: r1g1 ≥ r2g2 >…> rNgN) выражение дисперсии и СКО портфеля содержит явно выраженную 
квадратичную функцию от rp, поэтому для данного условия справедливо, что зависимость 
σp(rp) является гиперболой. Этот частный результат показан в работе А.Н. Буренина (Буре-
нин, 2008, с. 69–71).

Построение сопряженной к каноническому виду гиперболы 
для аппроксимации границы Марковица

Запишем еще раз уравнение гиперболы (16) и покажем ее график (рис. 1). Уравнение гипер-
болы, сопряженной к каноническому виду, в координатах (r, s) (подстрочный индекс «p» для 
удобства здесь и далее в п. 3 опущен) имеет вид:

 
( ) ( )2 2* *

2 2 1
r r s s

a b

− −
− + = , 						    

(16)

где: (r*, s*) – точка пересечения асимптот.

Введем переменную углового коэффициента асимптот k± , где bk a=  и запишем интересу-
ющий нас случай формулы (7) СКО портфеля (верхняя ветвь):

 
* 2 * 2( )s s k a r r= + + − .							     

(17)

 
H 
 

rh 
 

sh 

O 
 

smin 

r* 
a r 

s 

s* 
b 

yU 
yD 

Рисунок 1. Графическая иллюстрация к оценке параметров и построению гиперболы, аппроксимирующей 
кривую Марковица

Излагаемый здесь метод предполагает работу с анализируемым массивом исходных данных, 
например ценами или доходностями множества активов за определенный период. Поэтому 
параметры s*, r*, k, a, b уравнения (17), а также необходимые для промежуточных вычисле-
ний параметры smin, sh, rh (показаны на рис. 1) определяются из анализа выборки.

Приведем соображения и выкладки для оценки всех указанных параметров.

Параметр smin – это минимальное значение риска s портфеля или же, в геометрическом смыс-
ле, – минимальное значение верхней ветви гиперболы, которое достигается в точке r* оси 
симметрии графика зависимости s(r). Данный параметр мы предлагаем брать из анализа вы-
борки. Как показали проведенные нами эксперименты, оцениваемая таким способом точка 
smin тождественна минимуму гиперболы.

Величины sh и rh берутся из наблюдений. Параметр rh принимается как значение доходности 
портфеля, сильно превышающее r* – соответствующее оси симметрии; sh ≈ σ(rh). Обоснова-



120

ко
рп

ор
ат

ив
ны

е 
фи

на
нс

ы
   

J. 
of

 с
or

po
ra

te
 fi

na
nc

e r
es

ea
rc

h 
М

Е
Т

О
Д

Ы
вы

пу
ск

 №
3 

(3
1)

, 2
01

4 
©

 к
ор

по
ра

ти
вн

ы
е 

фи
на

нс
ы

, 2
01

4
ние такого подхода осуществлено путем доказательства того, что при больших r асимптота 
наблюдаемой зависимости и касательная к нашей гиперболе неограниченно сближаются (см. 
приложение 1).

Коэффициент наклона восходящей асимптоты k можно оценить, воспользовавшись следую-
щим очевидным выражением:

1

1

n n

n n

bk
a r r

σ σ −

−

−
= =

− .								        (18)

Точку пересечения асимптот s* отыщем по двум точкам, принадлежащим восходящей асим-
птоте: (r*, s*) и (rh, sh). Запишем выражение:

*

*
h

h

s s k
r r
−

=
− , 

отсюда

s* = sh – k(rh – r*). 								        (19)

Далее найдем параметры b и a.

b =smin – s*,

b = smin – sh + k(rh – r*). 							       (20)

Наконец,                                

ba
k

=
,

( )*min h
h

s sa r r
k
−

= + − .							       (21)	

Запишем еще одно следствие выражения (7), задающее уравнение верхней ветви гиперболы:

* 2 2 * 2( )s s b k r r= + + − . 							      (22)

Используя полученные выше выводы, покажем адаптированный для построения искомой со-
пряженной к каноническому виду гиперболы, аппроксимирующей границу Марковица, вид:

( ) ( )2 2* * 2 *
mins s s s k r r= + − + − . 					     (23)

Наконец, укажем, что в окрестности оси симметрии лучшая аппроксимация достигается с 
помощью полинома 3-й степени.

Таким образом, итоговое решение поставленной задачи представляется следующим выраже-
нием:

 

( ) ( )2 2* * 2 *
0

3 2
0

| ( )
( )

     | ( )

mins s s k r r r
s r

xr yr ur v r

δ δ

δ δ


+ − + − ⇐∀ >= 

 + + + ⇐∀ ≤ ,		
(24)

	  

где δ0 – пороговое значение погрешности, определяемой исходя из требуемой точности по 
формуле (24) подбором пары σk, sk.

0 100%k k

k

s σ
δ

σ
−

= ⋅ 								       (25)

Числовой пример
Рассмотрим построение границы Марковица в виде кусочно-нелинейной функции на приме-
ре трех активов. Возьмем ежемесячные доходности акций Cisco Systems Inc (CSCO), Procter 



121

ко
рп

ор
ат

ив
ны

е 
фи

на
нс

ы
   

J. 
of

 с
or

po
ra

te
 fi

na
nc

e r
es

ea
rc

h 
М

Е
Т

О
Д

Ы
вы

пу
ск

 №
3 

(3
1)

, 2
01

4 
©

 к
ор

по
ра

ти
вн

ы
е 

фи
на

нс
ы

, 2
01

4
& Gamble Co (PG), Whirlpool Corp (WHR) за период с 01.02.2010 по 01.05.2014 г. (всего 51 
наблюдение). Рассчитаем матрицу ковариаций доходностей (табл. 1).

Таблица 1

Матрица ковариаций

WHR PG CSCO

WHR 124,5132 16,93451 28,8762

PG 16,93451 13,39256 7,789795

CSCO 28,8762 7,789795 65,56972

Дальнейшие расчеты для построения истинной (наблюдаемой) зависимости σp(rp)  и ее оцен-
ки (аппроксимации) с помощью построения гиперболической функции sp(rp) представлены в 
виде таблицы в приложении 2.

Сформируем строку значений доходностей портфеля rp, используя формулу (1), с шагом 0,1 
п.п. Для каждого заданного значения rp сформируем вектор-столбец G =  (g1, g2, g3)

T долей 
активов в портфеле.

Сформируем строку значений риска портфеля в виде параметра дисперсии его доходности, 
вычисляемого согласно формуле (2).

Задав произвольно начальные значения компонент вектора G, инициализируем процедуру 
оптимизации портфеля, минимизируя параметр риска портфеля для каждого значения доход-

ности, варьируя параметрами долей активов при единственном ограничении 1k
k

g =∑ .

Далее строим еще одну строку риска портфеля – в виде показателей СКО его доходностей.

Таким образом, мы формируем в табличном виде наблюдаемую зависимость между доходно-
стью rp и риском σp портфеля, известную как граница Марковица.

Графический анализ этой зависимости дает возможность наблюдать область асимптотиче-
ского поведения кривой, что свидетельствует о наличии в данной зависимости гиперболиче-
ской составляющей (рис. 2).

Рисунок 2. Граница Марковица – наблюдаемая зависимость σ(r)

Для отыскания гиперболической составляющей и тестирования ее соответствия исходной 
(наблюдаемой) зависимости рассчитаем параметры уравнения (23).

Из сформированных табличных данных определяем: r* = 0,8; smin = 3,5579.

Далее рассчитаем коэффициент наклона восходящей и нисходящей асимптот ±k (формула 
(18)), используя параметры риска и доходности соседних значений для наиболее удаленных 
от центра симметрии наблюдений: k = 6,8934.

Возьмем rh = 50 %, тогда sh ≈ σ(rh) = 339,343.
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Вычислим ординату пересечения асимптот по формуле (19):

s* = 0,18824.

Наконец, рассчитаем параметр b для построения сопряженной гиперболы (формула (20)): b 
= smin – s*= 3,36962.

Теперь вычислим расчетные значения sp(rp) СКО доходностей портфеля из найденного выше 
выражения (23) и занесем их в отдельную строку таблицы.

Запишем следующее итоговое уравнение гиперболы, аппроксимирующей границу Маркови-
ца:

 ( )2( ) 0,18824 11,35434 47,51896 0,8p p ps r r= + + − .			  (26) 

Построим графики σp(rp) и sp(rp) на одной диаграмме. Анализ рисунка 3 показывает, что рас-
четные показатели sp(rp) удовлетворительно приближают наблюдаемые значения σp(rp).

Рисунок 3. Граница Марковица – аппроксимация наблюдаемой кривой σ(r)

гиперболической функцией s(r)

Рассчитаем погрешность результата в удаленной правой точке графика (rp = 25 %) с помо-

щью формулы (25): 25%| 0,00493 %
prδ = = . Таким образом, наблюдается очень высокая сте-

пень точности аппроксимации в данной точке.

Далее выберем диапазон значений rp  =  [0,2; 1,4], соответствующий окрестности оси сим-
метрии графиков наблюдаемой зависимости и аппроксимирующей гиперболы. Для данного 
диапазона наблюдаемых данных осуществим аппроксимацию с помощью полинома 3-й сте-
пени.

Получим следующее уравнение:

sp(rp) = –0,2318rp
3 + 5,8253 rp

2 – 8,6043 rp + 6,881. 				   (27)

Рассчитаем погрешность результата в заданной области значений rp  для функций, выражен-
ных с помощью формул (26) и (27) (табл. 2).

Анализ последних двух строк таблицы 2 показывает, что в малой окрестности оси симметрии 
лучшая аппроксимация графика σp(rp) достигается с помощью полинома 3-й степени.

Таблица 2

Сравнение точности двух способов аппроксимации границы Марковица в окрестности оси симметрии 
графика

Параметр Значения
rp 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 1,1 1,2 1,3 1,4

σp 5,341 4,848 4,408 4,039 3,761 3,595 3,558 3,653 3,870 4,190 4,593 5,057 5,569
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Параметр Значения
sp (гипер) 5,523 5,008 4,542 4,142 3,829 3,628 3,558 3,628 3,829 4,142 4,542 5,008 5,523
sp (параб) 5,391 4,818 4,356 4,006 3,765 3,633 3,607 3,687 3,870 4,156 4,544 5,031 5,617
δ (гипер) 3,415 3,308 3,038 2,545 1,809 0,899 0,000 0,681 1,049 1,152 1,094 0,965 0,818
δ (параб) 0,946 0,625 1,176 0,813 0,119 1,044 1,383 0,934 0,016 0,806 1,062 0,520 0,859

Таким образом, решение рассматриваемого примера можно записать так:

( )2
3 2

0,18824 11,35434 47,51896 0,8 ;0,2 1,3
( )

0,2318 5,8253 – 8,6043 6,881;1,3 0,2

p p
p p

p p p p

r r
s r

r r r r


+ + − > >= 

− + + ≥ ≥

(28)

Заключение
Как показано в представленной статье, рассмотрение гиперболы в качестве функции, универ-
сально отражающей зависимость СКО портфеля от его ожидаемой доходности σp(rp), рассма-
триваемую как граница Марковица, некорректно. Выраженная в явном виде гиперболическая 
функция sp(rp) содержит квадратный корень из квадратичной функции от rp, тогда как фор-
мула риска портфеля σp

2(rp) при числе активов в нем больше двух, во-первых, не поддается 
выражению в явном виде, во-вторых, является билинейной формой от долей активов, а не 
квадратичной функцией.

С помощью формулирования и доказательства теоремы, которую можно было бы назвать те-
оремой об асимптотическом поведении границы Марковица, мы показали, что истинная (на-
блюдаемая) зависимость σp(rp) действительно должна стремиться к гиперболической кривой 
в областях, удаленных от оси симметрии.

Далее нами были получены выкладки для оценки переменных, входящих в выражение со-
пряженной гиперболы, отражающей границу Марковица. Вычислив такие переменные в 
практическом примере на основе реальных данных и построив наблюдаемую и оцененную 
зависимость риска (СКО) от ожидаемой доходности портфеля, мы установили, что гипербола 
действительно хорошо приближает границу Марковица, причем лучшее качество аппрокси-
мации достигается в области асимптотического поведения наблюдаемой кривой.

Высчитав ошибку приближения и воспользовавшись ранее полученными результатами 
(Криничанский, Безруков, 2014), мы показали, что на участке, соответствующем некоторой 
окрестности оси симметрии, более качественная аппроксимация достигается построением 
полинома 3-й степени.

Таким образом, в работе обоснован подход к аппроксимации границы Марковица с помощью 
построения кусочно-нелинейной функции, включающей гиперболическую составляющую и 
участок, соответствующий полиномиальной функции.

Приложение 1

Покажем, что при больших r (область асимптотического поведения наблюдаемой зависимо-
сти s(r)) касательная к графику s(r) неограниченно сближается с асимптотой.

Зададим значение rh абсциссы, достаточно удаленную от центра симметрии. На основе вы-
ражения (17) имеем:

 * 2 * 2( ) ( )h hs r s k a r r= + + − ,						      (1П)
*

2 * 2

( )'( )
( )
h

h
h

k r rs r
a r r

−
=

+ − .							       (2П)	

Выразим коэффициент k следующим образом (см. рис. 4):
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*

*
L

sk
r r

=
− , 

отсюда
*

*
L

sr r
k

= − .  								        (3П)

 
 

H 
 

rh 
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Рисунок 4. Анализ поведения касательной и асимптоты к гиперболе, аппроксимирующей кривую Марковица

Имеем уравнение восходящей асимптоты:

yU = k(r – rL); 	yU (rh) = k(rh – rL).						      (4П)

Запишем уравнение касательной:

sкас(r) = s(r) + s’(r)(r – rh). 							       (5П)	

Если rh достаточно велико, тогда второе слагаемое в выражении (1П) можно преобразовать 
так:

2 * 2 *( )h ha r r r r+ − −

.							       (6П)	

Тогда получаем:

s(rh) = sкас(rh) = k(r* – rL) + k(rh – r*) = k(rh – rL).

Последнее выражение соответствует формуле (4П).

Таким образом, мы показали, что sкас(rh)   yU (rh), что и требовалось доказать.

Приложение 2

Таблица 1П

Расчетные значения для построения наблюдаемой зависимости σ(r) и оцениваемой сопряженной 
гиперболы

g1 -1,55 -1,48 -1,41 -1,35 -1,28 -1,22 -1,15 -1,09 -1,02 -0,96 -0,89 -0,82 -0,76 -0,69
g2 1,40 1,38 1,36 1,34 1,32 1,30 1,28 1,26 1,24 1,22 1,20 1,18 1,16 1,14
g3 1,15 1,10 1,06 1,01 0,96 0,92 0,87 0,83 0,78 0,74 0,69 0,64 0,60 0,55

Σ gi 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
σ2

p 259,30 238,12 217,89 198,61 180,28 162,91 146,48 131,00 116,48 102,90 90,28 78,61 67,88 58,11
rp -1,5 -1,4 -1,3 -1,2 -1,1 -1 -0,9 -0,8 -0,7 -0,6 -0,5 -0,4 -0,3 -0,2
σp 16,10 15,43 14,76 14,09 13,43 12,76 12,10 11,45 10,79 10,14 9,50 8,87 8,24 7,62
sp 16,40 15,72 15,05 14,38 13,71 13,05 12,38 11,72 11,06 10,41 9,76 9,12 8,49 7,86
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g1 -0,63 -0,56 -0,50 -0,43 -0,36 -0,30 -0,23 -0,17 -0,10 -0,04 0,03 0,09 0,16 0,23
g2 1,12 1,10 1,08 1,06 1,04 1,02 1,00 0,98 0,96 0,94 0,92 0,91 0,89 0,87
g3 0,51 0,46 0,41 0,37 0,32 0,28 0,23 0,18 0,14 0,09 0,05 0,00 -0,05 -0,09

Σ gi 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
σ2

p 49,29 41,42 34,49 28,52 23,50 19,43 16,31 14,14 12,93 12,66 13,34 14,97 17,56 21,09
rp -0,1 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 1,1 1,2
σp 7,02 6,44 5,87 5,34 4,85 4,41 4,04 3,76 3,60 3,56 3,65 3,87 4,19 4,59
sp 7,25 6,65 6,07 5,52 5,01 4,54 4,14 3,83 3,63 3,56 3,63 3,83 4,14 4,54

g1 0,29 0,36 0,42 0,49 0,55 0,62 0,68 0,75 0,82 0,88 0,95 1,01 1,08 1,14
g2 0,85 0,83 0,81 0,79 0,77 0,75 0,73 0,71 0,69 0,67 0,65 0,63 0,61 0,59
g3 -0,14 -0,18 -0,23 -0,27 -0,32 -0,37 -0,41 -0,46 -0,50 -0,55 -0,60 -0,64 -0,69 -0,73

Σ gi 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
σ2

p 25,58 31,01 37,40 44,73 53,02 62,25 72,44 83,58 95,67 108,71 122,70 137,64 153,53 170,37
rp 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6
σp 5,06 5,57 6,12 6,69 7,28 7,89 8,51 9,14 9,78 10,43 11,08 11,73 12,39 13,05
sp 5,01 5,52 6,07 6,65 7,25 7,86 8,49 9,12 9,76 10,41 11,06 11,72 12,38 13,05
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